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Introduction

L’hypotheése de Riemann -formulée en 1859 et 'un des probléemes de Hilbert les plus importants - porte
sur la localisation des zéros de la fonction zéta de Riemann. (...). L’étude suivante a pour but de localiser les
premiers zéros non triviaux. Pour cela, sera introduit le concept de fonctions holomorphes et de prolongemment
analytique. On étudiera la fonction gamma d’Euler et bien évidemment la fonction (. Apres avoir prolongé cette
derniere a I’ensemble du plan complexe privé du point s = 1, on essaiera de prouver ’existence de zéros de
partie réelle égale & 1/2 et on donnera une valeur approchée de certains de ces zéros.

1 La formule d’Euler MacLaurin

Nous établissons ici la formule d’Euler Maclaurin et définissons les polynémes et nombres de Bernoulli. Cette
formule est trés utile un calcul numérique et nous nous en servirons dans la suite pour évaluer la fonction gamma
et la fonction zéta.

1.1 Polynémes et nombres de Bernoulli

Definition 1
On définit les polyndmes de Bernoulli par récurrence par :

By=1
et tel que pour p > 1

1
Bl =pB,, et / By(t)dt = 0
0

B, est appelé le p-ieme polynéme de Bernoulli et b, = B,(0) est appelé le p-ieme nombre de Bernoulli.
(peN)

Proposition 1 Il existe une unique suite de polynémes (B,), vérifiant les conditions précédentes

Preuve
Par récurrence sur p montrons que B, est de degré p et unique :

Initialisation : pour p = 0 la propriété est vérifiée par définition

Hérédité : Soit p € N tel que B, soit déterminé de maniere unique et de degré p. Alors comme B; L1 =
p+ 1)B,, B,y doit étre de degré p+1.
Py Pp+ g
Si on écrit Bpyy = Y bty apX®, et B, = Y0 _ e X", en identifiant les coefficients, il vient :

Vke[|ll,p+1|]]onaay= (p'};l)ck_l qui sont donc uniquement déterminé.

ap est lui uniquement déterminé par fol Bpy1(t)dt =0 qui donne : ag = — ZZ; 01 apthdt

Les calculs précédents nous assurent ainsi I’existence de By qui est de degré p+1 et unique, ce qui conclut
la preuve.



Proposition 2 On a les relations suivantes :

B, =" (1) bt pour p > 1 1)
Bl-X) = (()PBX)  pourp>1 @)
B,(0) = B,(1) pour p > 2 (3)

b= (1)t pour p> 2 ()

b:;:O: 0 st m est impair et > 3 (5)

B,(2X) =2r"1 (BP(X) + B,(X + %)) pour p € N (6)

Preuve
Pour (1) : on utilise Taylor. Soit p € N et k € [|0, p|] Par récurrence immédiate on a B,(,k) (X)= (pfilk)!Bp_k(X).

On a donc :

B(k) . k § p k

By(X) = Z Z = k: 7l By, 1 (0)X" = Z (k> bp—k X
k=0 k=0

D’ou le résultat en changeant de variable.

Pour (2) : On pose Q, = (—1)?B,(1 — X) pour p € N. On constate que (Q,)pen vérifie les hypotheses des
polyndémes de Bernoulli, donc par unicité on obtient (2).

Pour (3) : soit p > 2. On a f) B, (1)dt = [} LB, (1) %(Bpu) - Bp(())) = 0. D'out (3).

Pour (4) : On a clairement (1) et (3) = (4) en évaluant (1) en 1.
Pour (5) : on a clairement (2) et (3) = (5), en évaluant en (2) en 0.

Pour (6) : pour p € N, on pose Q,(X) = 2P~! (B (X)+ By(3 )) On montre que (Q,)pen vérifie les
hypothese des polynomes de Bernoulli, 'unicité de tels polynémes fournit le résultat.

Definition 2
Soit p € N. On définit la fonction 1—périodique B, par :

Ve e R Bj(x) = By({a}) = By(x - E(x))

Lemme 1 Soit p > 1. Alors Bay11 a exactement trois racines sur [0,1], & savoir 0, % et 1.

Preuve

Par récurrence sur p.

Initialisation : Pour p = 1. On vérifie que B3(0) = Bs(3) = Bs(1) = 0, et ce sont les seuls car By est un polynéme
de degré 3.

Hérédité : Soit p > 2 tel que le lemme smt vrai pour p — 1.

D’apres (5) et (6) de la proposition 2, 0, 2 5 et 1 sont racines de By, 1. Montrons que ce sont les seules.

On identifie B,, et la fonction polynomiale associée (pour n € N). D’aprés I'hypotheése de récurrence, Ba,_; est
de signe constant sur [0, 3] et sur [3,1]. Donc comme B;p = 2pBs,_1, on en déduit que By, est monotone sur
ces mémes intervalles.

Par I’absurde, soit r €]0, [ tel que Ba,y1(r) = 0. Alors comme Bépﬂ = (2p+1)Byp, soit 1 €]0,r[ et 2 €]r, 3]
deux racines de Bs, (lemme de Rolle appliqué & Bs,11 sur ces deux intervalles).

Mais By, est monotone sur [0, 2] donc Bsy, est nul sur [z, 23], d’olt comme x1 # x2, il possede une infinité de
racines, donc c’est le polynéme nul : absurde. De méme si on suppose r G] .

Donc 0, 1 et 1 sont les seules racines de By sur [0,1].

Lemme 2 Soit p € N*. Alors By, est monotone sur les intervalles [0, 3] et [3,1]

Preuve Corollaire immédiat du lemme précédent.



Proposition 3 Soit p € N*. Alors on a :

Ve €R B3 ()] < [bap| et bap(—1)PH >0 (7)

Preuve

Montrons le premier point de la proposition. Soit p € N*.

Comme B2p = 2pBsp,_1 et d’apres le lemme 2, on en déduit que les extremum de By, sur [0,1] sont 0, 5 ou 1.
Ce sont aussi ceux de B3,. De plus d’aprés (6) de la propostion 2, on a : |Bap(2)] = (1 — 55— |bap] < |b2p|.
D'ou Vz € [0,1] |B3,(2)| < |bgy|. Comme B, est 1—périodique, on en déduit le résultat.

Pour le deuxiéme point, on procéde par récurrence sur p.

Initialisation : pour p =1 le résultat est vrai car ¢ x (—1)'™ >0

Hérédité : soit p > 2 tel que le résultat soit vrai pour p — 1.

byp # 0 car sinon on aurait By, de signe constant sur [0,1] d’apres le lemme 2, et donc Bspiq monotone donc
nul, absurde.

D’autre part By, est continue, on se fixe donc € > 0 tel que (—1)PBy,_1) soit positif sur [0,¢] (hypothese de
récurrence). Donc (—1)PBg,_1 est croissante donc positif sur cet intervalle (car Bg,—1(0) = 0), donc (—1)P By,
croissante sur [0,¢]. Or (—1)P By, est monotone et s’annule sur [0, 3] (lemme 2 et Rolle appliqué a Bs,1), d’ott
nécessairement, (—1)?Ba,(0) = (—1)Pby, < 0 i.e (—1)PT1by, > 0, ce qui conclut la preuve.

1.2 La formule sommatoire d’Euler MacLaurin
Proposition 4 Soit N,M € N avec N > M. Soit f une fonction définie et de classe C* sur [M, N]. Alors :

/ Feyde + 5 (FON + F(N)) + /MNBru)f(t)dt

k M

Preuve
On part de :

N ’
| B wa -
M

= =1t = D @)dt = SN - 1t - L) f )t

_Zk Mfo (t—3)f k"‘t)dt:Zka({( )ft'i‘k} fo t—i—kdt)

= a3 (F(R) + FOe+ 1)) = [iy f(Odt = S35 f(k) = F(F(M) + [(N)) = [y f()de

Formule d’Euler-MacLaurin Soit N,M € N avec N > M. Soit p € N* et soit f une fonction définie et
2p+ 1 fois dérivable sur [M, N]. Alors :

al N 1 $ bam 2m—1 2m—1
> fk) = /M f@)dt + S(F(M)+ (V) + > (2m)!(f< mI(N) = fEm () + R,

k=M m=1

N B; (t N B 1 (t
avec R, = ,/ L(Rf@p) (t)dt = / Ll()'f@p+1)(t)dt
v (2p)! v (2p+1)!
Preuve
On ob N B3y (1) 2p N Bj,pa(t (2p+1) (¢ s - fai * _
n obtient — ooy S = [u GorD f (t)dt en intégrant par parties et du fait que B3, (M) =
sz=1( ) = b2p+1 =0.
La formule s’obtient par recurrence en intégrant le reste par partie (en partant de la formule de la proposition
précédente) et en prenant +2 B3, o comme primitive de B3, ;. On peut remarquer que les By, sont continues
et que B(N) = Bi(M) = B*(O) by, pour n > 1.

2 Fonctions holomorphes, prolongement analytique

2.1 (C-dérivabilité

Definition 3

Soit 2 un ouvert de C, f : Q — Cet zg € C. On dit que f est C-dérivable en zj si et seulement si hr>n
z 20

f(z)=f(z0)

zZ—2Z0

existe (z # zp).



Definition 4
Q —C

zo +— lim
z—>20

Si f est C-dérivable en tout point de €2, on note f’: f(z)=f(z0)

Z—Zz0

Une fonction C-dérivable est dite holomorphe.

Les fonctions holomorphes représentent une généralisation sur les fonctions de C dans C de la dérivation des
fonctions de R dans R. Cependant, les fonctions holomorphes possedent des propriétés beaucoup plus fortes que
les fonctions dérivable de R dans R.

Proposition 5 La somme, le produit ou la composée de deux fonctions holomorphes est une fonction holo-
morphe. L’inverse d’une fonction holomorphe est holomorphe en tout point auquel la fonction ne s’annule pas.

Preuve
Immédiat en écrivant f(z) = f(z0) + f'(20)(z — 20) + o(z — 20)..

Definition 5
On appelle fonction analytique toute fonction qui peut s’exprimer localement comme somme d’une série entiere
convergente.

Proposition 6 Soit Q un ouvert de C et f : Q — C. Alors f est holomorphe si et seulement si f est analytique.

Preuve

=

(a faire, attendre cours séries de Fourrier)

=

Soit (a,,) € CN. On pose R = p(3_ a,2") et on suppose R > 0.
Onpose f: 2z — Y o a,z" définie sur B(0, R). Montrons que f est holomorphe et que si z € B(0, R), alorsf'(z) =
S o(n+1)agi12™.

On pose R’ = p(> (n+ 1)an+12™. Montrons que R = R’.

SiR<R.

Soit zg tel que R < |z9| < R'. Alors Y ;°(n 4 1)an412§ converge absolument.

Or |an+1zo+ | < 20||(n+1)ans128|. Done 307 ant125 " converge absolument, donc > ¢° a,, 2§ aussi : absurde.
Dou R’ < R.

Si R < R.

Soit 2z et z1 tels que R’ < || < |z1| < R.

{an2 | n € N} est borné. Soit M tel que Vn |a, 2| < M.

On a|(n+ 1)apt12f] < (n+1)| ey |28 | = an.

oy = 05 car log(nay,) = 210g( ) +log(n + 1) — log 21| + log(M) + nlog |22 Donc a,, ~ nlog |2 | — —oo.
Dot > (n+ 1)an4+12f converge : absurde. Donc R’ = R.

Montrons que f est holomorphe. Soit zo € B(0, R).
Pour z € B(0, R)\{z0}, on a :
B(0,R) —C
[(2)=](z0) _ o0 an (2" —z3) =% a, P 2717k 2k On pose v (1) k
z—20 n=0  z—z n=04n 2k=0 %0 e z '—>anzzn1 2
n=0

v, est continue. Montrons que Y v,(2) converge Vz € B(0, R).
Si z # zp c’est bon car alors Y v, (z) = f&)=f(z0)

zZ—z0
Si z =z : vn(20) = na,zy " sin#0 (0 sinon). D’olt comme |zo| < R, S50 (1 + 1)an4128 converge.
B(0,R) —C
On définit D : = . Montrons que D est continue en zg
2 — Yoa(2)

n=1

Soit 7 tel que |zo| < 7 < R. Montrons que D), est continue.

1) 180 |loo < lan S3Zg 20571k < mfan|r™ =t Bt 35(n +1)[ansa|r™ < 400 done on a 3 [[(vn) o] <
+00. Comme chaque v, est continue et que leur somme converge normalement sur B(0,7), D), est continue.
Or z est intérieur a B(0,7), donc D est continue en zg.

Finalement on obtient : >0 ((n + 1)an4128 = D(20) = hm D(z) = lim £)=f(z0)

z—>2p z2—>2 Z—%0

2.2 prolongement analytique

Une des propriétés remarquables des fonctions holomorphes est qu’elles sont déterminées globalement des
qu’on les connait dans un voisinage ouvert quelconque d’un point ou elles sont holomorphes.



Definition 6
Un domaine de C est un ouvert connexe et différent de (.

Definition 7

Soit X C C. On dit que a est un point d’accumulation de X si Ve > 0, B(a,¢) contient un point de X différent
de a.

Autre formulation : a est un point d’accumulation de X si et seulement si il existe (a,) € X" telle que n +— a,
soit injective et a,, — a.

Proposition 7 Soit f une fonction holomorphe définie sur un domaine €2 de C.
1. S’il existe un point o € Q tel que f(a) =0 VYn €N, alors f(z) =0 Vze€Q
2. [principe des zéros isolés]
Si (2n)nen est une suite de nombres distincts de Q telle que : lim z, =a € Q et f(z,) =0 Vn €N,

n—>o00
alors f(z) =0 VzeQ

Preuve

Pour 1.

On pose Ey, = {z cQ | fM(z) = O} pour k € Net B = (N, B

Montrons que F est un fermé de €.

Chaque f(*) est continue (car ce sont des fonctions analytiques), donc Ey = (f*))~1({0}) est un fermé (Vk € N).
D’ou E fermé.

Montrons que E est un ouvert de (2.

Soit zo € E et » > 0 tel que B(zg,7) C Q. Le développement en série de Taylor de f en z; donne :

Vs e B vy M) gk

z € B(z0,7) f(2) =2 po "~ (2 —20)" =0.

Dot fip(z) =0, done fl5). =0 VkeQ Dol B(z,r) C E

E est donc un ouvert/fermé non vide (a € €2) de €2 qui est connexe donc E = .

Pour 2.

Montrons que f*)(a) =0 Vk € N. Par 'absurde.

Si ce n’est pas le cas, soit m > 1 tel que f™)(a) #0 et Vj € [|J0,m—1]] f9(a)=0.

Soit r > 0 tel que B(a,r) C . Soit N tel que Vn > Nz, € B(a,r). Soit n > N. Le développement en série
de Taylor de f en « évalué en z, donne :

(k) .. s .
1;“;0 ! k(!z(’) (2, —a)¥ = 0. Comme les z, sont distincts, on peut les supposer différents de . Donc on obtient :

(k)
S L ’ckgzo) (2, — @)kF=™ =0, ce qui se rééerit :
(m) (m)
fT(!ZO) =o(1) d’ont fT(,ZO) =0 : absurde.
Donc Vn € N (™ (a) = 0 et on conclut avec 1.

Proposition 8 [principe d'identité des fonctions holomorphes]
Soient f, g deux fonctions holomorphes définies sur ) domaine de C.

1. Si f™(a) = g™ (a) Vm €N avec a € Q, alors f = g.
2. Si f(zn) = g(zn) VYn € N avec (zn)nen suite de nombres distincts de Q ayant un point d’accumulation
a €, alors f=g.

Preuve
Corollaire immédiat de la proposition précédente en posant h = f — g.

On utilise le principe des zéros isolés comme suit :
Soit f une fonction holomorphe non identiquement nulle dans un domaine 2 de C. Si f(«) = 0 avec a € Q alors
il existe r > 0 tel que B(a,r) C et f(z) # 0 pour tout z € B(a,r) {a}. On dit que « est un zéro isolé.

Definition 8
Soit f: X — C, X C C et # (. Soit V domaine de C tel que X C V et g une fonction holomorphe définie sur
V telle que f(z) = g(z) Vz € X. On dit que g est un prolongement analytique de f & V' (ou dans V).

Proposition 9 (Notations précédentes). Si X posséde au moins un point d’accumulation o € X (par exemple
X contient un segment), alors un prolongement analytique g de f d un domaine V contenant X est unique (si
un tel prolongement existe).

Preuve Si i est une fonction holomorphe définie sur V' telle que hjx = f, alors Vz € X  h(z) = f(2) = g(2).
D’apres 2. de la proposition 8, g = h dans V.



3 La fonction factorielle (fonction gamma d’Euler)

3.1 prolongement analytique de la fonction II

Definition 9
On définit la fonction factorielle par :

+o0
I(s) = / e Txtdr R(s) > -1
0

Cette notation a été introduite par Gauss, mais Legendre a introduit une autre notation I'(s) = II(s — 1). Cette
nouvelle fonction est connue sous le nom de fonction gamma d’Euler. Pour la suite on utilisera plutot II.

Preuve

soits € C. Montrons que la fontion z — e~ "x* est intégrable sur ]0, +oo.

Déja c’est une fonction continue sur cette intervalle. Elle est dominée par la fonction = — e %z®() qui est
positive et intégrable sur |0, +o0[ Il faut prouver que l'intégrale est bien définie. (attendre cours sur intégrale).

Proposition 10 La fonction II est holomorphe sur le demi-plan R(s) > —1 (ou encore la fonction T' est
holomorphe sur le demi-plan R(s) > 0).

Preuve
Version holomorphe du théroreme de domination de Lebesgue..a creuser.

Proposition 11 Soit s € C tel que R(s) > 0. Alors on a :
T(s+1) =s(s) II(s) = sII(s — 1)

Preuve
Le résultat provient d’une intégration par parties. On a :

D(s) = [/ e tts=t = [(F Lemtq(ts)

S

—+oo
— [le—tts} + 1 f0+oo e_ttsdt 1
0

S S S

=1r(s+1)

JFeetesdt

Proposition 12 La fonction II se prolonge analytiguement ¢ C\{—N*} (ou encore la fonction T se prolonge
analytiquement @ C\{—-N}.)

Preuve

Soit s € C tel que R(s) > 0 et n € N*. D’apres la proposition précédente, on a par récurrence immédiate :
IF(s+n)=(s+n—1)...(s+1)sI'(s)

Le terme de gauche a un sens dés que R(s) > —n. On peut s’en servir pour définir I'(s).

On pose D,, = {z € C\{—-N} | R(2) > —n} On pose T',,(s) = % pour s € D,. Clest une fonction

holomorphe (par quotient et composition de fonctions holomorphes) et qui coincide avec I';,_1 sur D,,_1, d’ou
I',, est un prolongement analytique de I';,_1 a D,, et donc un prolongement analytique de I" a D,,.

On pose T' la fonction définie sur C\{—N} par :

[(s) = Ty(s) si R(s) > —n.

Cette fonction est bien définie et est un prolongement analytique de I" sur C\{—N}. On note encore I" pour I.

3.2 Propriétés
Proposition 13 Soit n € N. Alors :
II(n) = n!

Preuve
Soit n € N. Par récurrence immédiate on a & partir de ’équation fonctionnelle de IT : TI(n) = n!TI(0), et d’autre
part I1(0) = fooo exp(—z)dx = [— exp(—x)]go =1



Proposition 14 Soit z € C\{—N}. Alors :

In? ! 1)®
I'(z) = lim nn ou encore II(z) = lim nin + 1)
n—oo 2(z4+1)...(24+n) n—oo (z4+1)...(2+n)

Preuve

Soit z € C de partie réelle > 0. Pour n € N* on définit sur RT la fonction f, par Vi € RT f,(t) = (1 —
t/n)"t*~1 sit < n et nulle sinon.

On définit également sur RT la fonction f par : V€ RT  f(t) = e~ t*~1, continue et intégrable.

Pour tout n > 1, f,, est continue par morceaux et (f,), converge simplement vers f.

De plus, Vt € RT | f.(t)] < |f(t)| (car (1 —t/n)" = exp(nlog(l —t/n)) et log(1 + z) < z).

Par convergence dominée, on a donc :

|ttt = [ s =re)

Soit n € N*, on pose I, = [, fa(t)dt = ['(1— t/n)"tZdt
En faisant le changement de varlable u = t/n et en intégrant par partie il vient :

/n(l — E)”t"% =n* /01(1 —u)"u* " tdu
—/ 1—u)"du*] = ([uz(l—u)"];-kn/ol(l—u)"1uzdu)

=n 7/ (u—1)""*du (puisque le crochet est nul)
ZJo

L,

Il vient alors par récurrence immédiate, en intégrant successivement par partie de cette maniere :

z z

nln nln

_ 1uz+n 1u:
In_z(z—i—l)...(z—l—n—l)/o d z(z+1)...(z+n)

Et comme I,, converge vers I'(z), on en déduit

z

) nln
I'(z) = lim 2(z+1)...(z+n)

On avait supposé R(z) > 0, mais on voit qu’avec la technique utilisée pour prolonger I que cette formule reste
valable pour tout complexe de C\(—N). La version avec II est obtenue par changement de variable et en utilisant
le fait que n*T!/(z +n+1) ~ (n+ 1)*

Proposition 15 [équation fonctionnelle]
Soit s € C\(—N*). Alors on a la relation suivante :

[(s+ 1) =s(s) ou II(s) = sII(s — 1)

Preuve
On a montré cette relation sur le demi-plan $(s) > 0. Par prolongement analytique, elle est vraie sur tout le
domaine de définition de ces fonctions.

Proposition 16 [formule des compléments]
Soit s € C\Z. Alors on a la relation suivante :

™ s

I(s)I'(1—s)= Sin(rs) ou II(s)II(—s) =

Preuve
On peut le montrer grace au développement eulérien du sinus et la formule de T" sous la forme de ”produit
infini”. Rappelons la premiere formule.

Soit x €]0, 7. Alors :



Pour prouver la premiére partie de I’égalité, on part de la formule exp(z) = lim(1 + z/n)".
Pour n € N* on pose

P = (s e

On a alors :
sinz = lim P,(x)
P, est un polynome de degré 2n — 1 et de coefficient dominant égal & ((2711))7;:12 (en développant par le bindme
de Newton).
Soit # € C racine de P,. Alors x # —2in et on peut écrire (1 + (ix)/(2n))*" = (1 — (ix)/(2n))>".
Donc il existe k € [|0, 2n — 1|] tel que
14 4z
Zn
1T
T 2n
Apres manipulation, il existe k € [|0,2n — 1|]\{n} tel que z = 2ntan((kw)/(2n)).
Réciproquement, tout complexe de cette forme est racine de P,. Cela fait 2n — 1 racines, on en déduit que

sk
=e'n

n12711

P,(X) = 2n 2n 5 H ( —2ntan(%)>

_ = ﬁ X—Qntan(k )) <X+2ntan( ))
@2ny7 1 2
n—1
(-
= X(2n)2”—2 (X 4n? tan?( n))
k=1
n—1
kr,. X2
=X (t 257y 7)
P A (Zn) 4n?
—1 n—1
k X2
=x([Ten’ o) I (0 - )
pale 2n/ - 4n? tan?(5%)
or [TrZ} tan?(5%) =]~ 11tan(2—”) tan (2 2n) ) = 1, ce qui fournit la premiere égalité recherchée.

Pour la deuxiéme égalité, on se fixe z €]0, 7[. Pour p, k € N*, on définit

332

Uy =-—log(l — ————— sik <p-—1 et nul sinon
p.k g( 4p2 tanQ(g—”)) >p
P

D’aprées ce qu'on a déja montré, on a

lo (smx = — lim ZUpk
Pour k € N* on pose Vj, = —log(1 x/(k2 2)) Vi >0
Sio<o< 3 (2—;) ce qui conduit & U, < Vi
Montrons

hmZUpk—ZVk

p— o0

Déja Y V. converge puisque Vi, ~ ﬂ“j—; et a k fixé lim U,y = Vi
poo
Soit € > 0. Soit N € N* tel que Y7 v Vi < §

Soit p € N p > N. Alors
e} P p
D V=D Upiz ) Vi=Upr 20
k=1 k=1 k=1

On a donc

00 p
1> V=D Upil = ka_ZUpk
k=1 k=1

(Vie = Up) + Z Vi
k=N+1

- iMzi

S
Il
-

o



D’autre part

N
lim ; (Vie = Upi) =0

p— o0

Soit Ng € N, Ny > N tel que pour tout entier p supérieur a Ny
N
Zk:l (Vk - Up,k) < %
Pour tout p > Ny | > p; Vi — Up k| < €. D’olt le résultat. On en déduit la deuxieme égalité.

En écrivant le produit II(z)II(—z) sous forme de limite de ”produit”, on retrouve l'expression de la formule
des compléments pour 0 < z < 1. L’égalité est alors valable sur C\Z par principe d’identité des fonctions
holomorphes.

Proposition 17 [relation de Legendre]
Soit s € C\{—-N*}. Alors :

|
ol

IN(s) = 2°T1(3)1(

Preuve
On part de II(s/2)II((s — 1)/2) sous forme de produit infini. On retrouve facilement II(s). Pour montrer que
l’autre partie converge vers s /2% on fait un développement limité en utilisant la formule de Stirling (pour s
réel), puisquon a: (s+n+1)...(s+2n) =TI(s+n + 1)/I(s + n). On prolonge alors par principe d’identité
des fonctions holomorphes.

Remarquons qu’on se sert de la relation de Legendre pour déterminer A dans la formule de Stirling. Il y a donc
un léger probléeme qu’on peut résoudre de la maniére suivante. La formule de Stirling (avant d’évaluer A) nous
donne la relation de Legendre sous la forme :

S

) = 2nnc o)

2 JeA

En évaluant en s = 1, on obtient

o 2

D’autre part, I1(0) = II(1) = 1 et en utilisant la formule des compléments, on a I1(1/2) = /7/2, ce qui acheve
la preuve sans arnaque.

TI(1) = 211(

Definition 10
On définit le logarithme complexe pour tout complexe de C\R™ par

log(re®) = logr + 0 our>0et —m<f<m

Proposition 18 log est une fonction holomorphe vérifiant pour tout compleze z de C\R™ exp(log(z)) = z

Proposition 19 [formule de Stirling]
Soit z € C\R™. On a alors :

1 1 oo Br(t
10%F(Z)=(2—5)10gz—z+§log(27r)—/0 Z:Et)dt
Ce qu’on peut écrire :
1 1 +o0 B*(t
IOgH(Z):(Z+§)10gz—z+§log(27r)—/0 Zlth)dt

Lemme 3 [Préliminaires pour la démonstration de la formule de Stirling]
Soit s € Rt et N € N*. Alors

N N N

1 Bi(t)dt
E log(s +n) = / log(s + t)dt + i(log(s +1) 4+ log(s+ N)) + / sl(+)t
= 1 1

La premieére intégrale peut étre calculée en prenant t — (s + t)log(s +1t) — (s +t) comme primitive de log.
La seconde intégrale converge quand N tend vers +oc.
On posera pour la démonstration suivante :




Preuve
La premiére formule est obtenue directement & 1’aide de la proposition 4 (I/2) avec la fonction f(¢) = log(s+t).
Pour la convergence de l'intégrale, on a :

N
Bi(t)dt
=U C
/1 s+t v

ou C' est une constante indépendante de N et

N
Ux = log(s+n) — (s + N)log(s + N) + (s + N) — 3 log(s + )

n=1

Montrons que U, converge. Pour cela on effectue une transformation suite/série : On pose V,, = U,11 — Uy, et
s N
on étudie la convergence > 7 V.

Vo=log(s+n+1)—(s+n+1)log(s+n+1)+ (s+n)log(s+n)+ (s+n+1)
— (s+n)— 3log(s +n+1) + Llog(s + n)
=1—(s+n+3)log(s+n+1)+(s+n+1)log(s+n)

:1—(s+n+%)log(1+ Sin)

= 1= G40+ 1) (2 = b + i)
— 1 1 1 N 1
=1- (1 ™ 2(s+n)  2(s+n) + O((S+7l)2)) - O(ﬁ)

N B (t)dt
1 s+t

D’ott YV, converge donc U,, converge et I'intégrale a bien une limite lorsque N — oo.

Preuve [de la formule de Stirling] Soit s € RT. Pour évaluer logII(s), on part de la définition :

: N!
H(s):]\}gnoo (s+1)...(s+N)

(N +1)°

La formule des compléments et le fait que II(n) = n! pour n € N nous assurent que II(s) est un réel strictement
positif. On peut donc passer au log et par continuité on a :

N N
logII(s) = Nlim (5 log(N +1) + Z logn — Z log(s + n))
- n=1 n=1
N N
1 Bj(t)dt
= lim (slog(N+1)+/ 1ogtdt+—1ogN+/ Bi(t)dt
—oe 1 2 1 t
N N
1 B (t)dt
*/ 10g(5+t)dt7f(log(sle)Jrlog(erN))—/ i(t) )
1 2 1 s+t
1 N Bi(t)dt
:A}im (slog(N+1)+NlogN—N+1+ilogN+/ 1(t)

—(s+N)log(s+N)+(s+N)+(s+1)log(s+1)—(s+1)
N B (t)dt
1 s+t )

1 < Br(t)ydt [ Bi(t)dt
— = 1 1 1 o 1
(s+2)og(s+ )+/1 ; /1 por

1 1
— 5 log(s +1) — ; log(s + N) —

1 1
+ lim (slog(N +1)+ (N +3)log N — (s + N + 3) log(s + N))

B 1 ° Bi(t)dt . N+1
f(s+§)log(s+1)+(A71)f/l P Jergnoo(slog(m

o < B (t)dt
—(s+2)log(8+1)+A 1 /1 p— s

)~ (N + 3)log(1 + ~)

Avec T'(s + 1) = II(s), il ne reste plus qu’a évaluer A pour trouver la formule de Stirling version I'. Pour la
version avec II, une étape supplémentaire est requise :

"Bitydt [t —gdt [t s+g. IR
/ - [ === Jat =1 (s + 1) log(* 1)

s+t s+t s+t S

10



D’ou en remplacant dans 'expression de logII(s) que l'on avait, on obtient :

logII(s) = (s + %)logsfSwLAf/o B;i);it

Il reste a évaluer la constante A. Pour cela on se sert de la relation de Legendre en passant a la limite. On a en
0o Bf(t)dt) )
0 s+t

posant r(s) = exp ( —

1
I1(2s) = 7~ /2225T1(s)II (s — 5) et I(s) = s*F1/2e e (s)

En injectant I’expression de droite dans celle de gauche on obtient :

1 1
(28)2S+1/26_2S€A7’(28) _ 7T_1/222SSS+1/26_56A7”(8)(S _ §)se—s+1/2€Ar(s _ 5)

On a de plus r(s) — 1 quand s — oo, donc pour s assez grand r(s) # 0. En simplifiant on obtient :

1
A 1/2 s —1y2
= (2 1—
e (2m) 4 ( 25) e

r(2s)

r(s)r(s — 3)
Et en passant a la limite, (1 — 2—18)_S — e'/2 d’on :
A 1/2 . 1
e’ = (2m) ie A= 3 log(2m)

La formule de Stirling est vraie sur R*. Or les deux fonctions de chaque coté de I’égalité sont analytiques. Donc
par principe d’identité des fonctions holomorphes, cette égalité reste vraie sur C\R™. D’ou le résultat.

(& préciser I’holomorphie des deux fonctions (surtout le log
Introduire le log complexe et justifier que II(s) n’appartient pas & R™)

4 La fonction zéta de Riemann

4.1 prolongement analytique de la fonction zéta de Riemann

Definition 11
On définit la fonction zéta de Riemann par :

ou D est le demi-plan R(s) > 1

Proposition 20 La fonction ¢ est holomorphe.

Preuve

Voir la preuve du prolongement analytique.

Proposition 21 La fonction ¢ se prolonge analytiquement sur C\{1}

Preuve
On pose f(z) =1/z° avecs€ C z € Ret R(s) > 1 de sorte que la série

((s)=>_1/n* =) f(n)

converge. On a alors :
F () = (=1)"s(s + 1)...(s + 7 —1)/aF" oureNetzelR

On applique la formule d’Euler MacLaurin a f avec M =1 et N =n € N* et on obtient :

11



n 1 b
Zf(k:) = / x %dr + 2 (14+n7% 2’))' s(s+1). (s+2r—2)(n78*2p+1—1) + R,
1

p:1

ou

o s(s+D) . (s+2r=1) [T, )2 o
R, = o | Bi@aa
s(s+1)...(s+2r)

n
_ co * —s—2r—1
- (2T+ 1)| /1 B2r+1(x)x dzx

Quand n tend vers l'infini, le membre de gauche tend vers ((s), la premiére intégrale du second membre

tend vers 1/(s — 1) car R(s) > 1, les termes contenant une puissance de n tendent vers 0, et 'intégrale figurant
dans le reste converge. A la limite on obtient ainsi :

((s) = 1/(s=1) + % + bops(s+1)... (s +2p—2)/(2p)! +0,(s)

ou

_ s(s+1)...(s+2r—1) too R
JT(S) - (27")' /1 BQT’( ) d

s(s+1)...(s+2r)

—+o0
_ * —s—2r—1
= S /1 B3, i (v)x dz

Pour obtenir cette formule, on a supposé $(s) > 1, mais I'intégrale du reste converge pour R(s) > 1 —2r, et
les autres termes du membre de droite sont des polynémes en s. On peut donc utiliser cette formule pour définir
¢(s) dans le demi-plan R(s) > 1 — 2, mis & part le point s = 1. De plus, comme r est un entier > 0 arbitraire,
on obtient ainsi une définition de la fonction zéta valable dans tout le plan complexe privé du point s = 1.
L’intérét de ces calcul est de nous donner une fonction holomorphe (ce que nous montrons ci-dessous) définie
sur C\{1} qui coincide avec la fonction ¢ sur son domaine de définition. Le principe du prolongement analytique
s’applique, et par unicité, on note encore ¢ cette nouvelle fonction.

Pour montrer ’holomorphie, il suffit de montrer que le reste (défini avec I'intégrale) est holomorphe. On se
sert encore du théoréeme utilisé pour I' (truc de domination de Lebesgue version holomorphe), il faut que je le
fasse.

Proposition 22 Soit n € N*. Alors :
ban
2n

C(1—2n) = —

Preuve Le résultat ce déduit directement de la formule donnant le prolongement analytique. En effet, en
choisissant r = n, le reste est nul et on obtient :

D S S R bgp
CU—2m) = -+ 5 - %Z )' (=2n+1)...(=2n+2p—1)

p:
De plus on a bg,,+1 = 0 pour m € N*, donc on peut réécrire :

—

n

> b2p (—2n)(=2n+1)...(-2n+2p—1)=> b2p (2n)(2n —1)...(2n — 2p + 1)

= (2p)! = (2p)!
n n 2n
2n 2n .
:Z 271—217)_2( )bgp ( )b —bgn—<1)b1—<0>b0 (cf partie I)
p=1 p=1 p=2
Par ailleurs on a by = 1 et b = —1/2, ce qui nous permet de conclure.
Proposition 23
691
1) = ———
o ) 32760

12



4.2 hypotheése de Riemann, premiers résultats, propriétés

Apres avoir prolongé la fonction ¢, I’hypothése de Riemann s’énonce ainsi :
Les zéros non triviaux de la fonction ¢ sont tous de partie réelle égale a 1/2

Definition 12
On appelle zéro trivial de la fonction ¢, tout —2p ou p € N*

Preuve
Pour prouver que ¢ s’annule bien sur les pairs négatifs on peut se servir de son équation fonctionnelle démontrée
ci-dessous en évaluant en s = —2p ou p € N*. C’est bien définit et le sinus annule le terme de droite, d’ou le
résultat.

Proposition 24 équation fonctionnelle de
Soit s € C\{N*}. Alors :
C(s) = I(—s)(2m)* 12sin(sm/2)¢(1 — )

Lemme 4 On définit pour x > 0 la fonction :

Ple)= e

n=1

Alors ¢ vérifie ’'équation fonctionnelle :
14+ 2¢(x) 1

T+29(1) Ve

Preuve

On définit la fonction suivante pour x > 0 :

O(x) = i eﬂf”

n=—oo

Soit t > 0 fixé, on définit sur R : f(z) = S exp(fM)

n=-—oo 2t
Soit a < 0. Montrons que f est de classe C! sur [—a, a]

("*I>2 1
2t . Uy est C

2 2 2
— —n”—xz"+2nx —n“+2|nlay __ 1
Pour z € [—az al, on a un(a:) = exp( o ) S exp(——5; ) = 0(—7}2.) . . '
Donc la fonction f est définie est continue sur [—a, a] car somme d’une série de fonctions continues qui converge

uniformément sur cet intervalle (les u,,)

Soit n € Z et x € [—a, al, on pose u,(z) = e~

De plus on a |ul,(z)] = ‘";I‘ exp(7”2*2fk2m") < lnl;ra exp( _"2;2‘”'“) = o(-z) Donc la série des u,/ converge

normalement sur [—a,a] et on en déduit que f est C! sur ce méme intervalle et qu’on peut dériver sous le signe
>". En faisant tendre a vers l'infini, on étend ce résultat & R tout entier.

On observe que f est une fonction 1—périodique. Calculons maintenant ces coefficients de Fourier, soit n € Z,
on a :

' ! — T 2 .
Cn(f) = /0 f(T)e—2i7ran7_ _ / Zexp(_(kT))e—QzﬂnrdT

—k+1 2

1 2
(k—7) o / U™y —2i
= exp(— )e ST dr = exp(——)e “""""du
> /O 5 > 5

keZ kez’ —k

2
_zZ o
:/6 3 e 2z7rnrcd$
R

Ceci en permutant le signe Y et [ par convergence normale sur [0, 1] et en effectuant le changement de variable
u=71—k
Pour calculer cette intégrale, calculons calculons la fontion ¢ définie pour u € R par ¢(u) = fR exp(— g—j) exp(iux)dx

On définit sur R? la fonction g : (u, ) — exp(fg) exp(iux).

13



g est continue sur R? et on a V(u,z) € R? [g(u,z)| < exp(%; ) Donc la fonction = — g(u, ) est intégrable sur
R pour tout réel u, donc d’apres la théorie de I'intégrale dependant d’un parametre continu, ¢ est bien définie
et continue. p
Pour tout réel u, g admet une dérivée partielle par rapport & u et pour (u,x) € R? on a : |898%| = |z exp(—%;)
La fonction z — 29042 ogt donce intégrable pour tout réel u et vérifie une hypothése de domination. On en
déduit, d’apres le théoréme de dérivation sous le signe [ que ¢ est C' sur R et que

Qb/(u) — /Rizefgeiumdz — /Riiteiumd[ef}—zf]
7”} . uted(u) = —utp(u)

= [f ite!u T e 2

¢ est solution de l’équation différentielle homogene, linéarie : y'(u) = —ut y(u). Il existe donc A € R tel que
pour tout u € R, ¢(u) = Ae~"z . On a

A:(b(O):/e_%dx:\/ﬂ/ e_y2dy:\/27rt
R R

On en déduit finalement que pour tout n € Z, ¢, (f) = ¢(—2mn) = omte—2n’
La fonction f est C' sur R, donc d’apres Dirichlet, f est égale & la somme de sa série de Fourier. En particulier

on a :
k p—
E e~ / E 2m2n?t

k€EZ nez

“\

A partir de 14, on effectue le changement de variable z = 2t et on obtient Vz >0 6(z) = /z (1)
En remarquant que 6(1) =1+ 2¢(z) on obtient I’équation fonctionnelle recherchée.

Preuve de I'équation fonctionnelle de ¢
Soit s tel que R(s) > 1 et n € N*. En faisant le changement de variable t = x/(n?m) dans l'intégrale définissant
II(s/2 — 1) on obtient :

iﬂ78/2n(f _ 1) _ /OO efnZths/Q@
ns 2 0 t

On somme maintenant sur tous les n ce qui nous donne :

H(% — 1)1/ (s) = Z/ e s gy
n=1"0

Or

N 10
Z/ - wtt——lldt _ Z/ ot B 1
n=1"0

- n(@ - 1)w*%<s>/2<(m(s)) < +00

On peut donc intervertir le signe >~ et [ et finalement :

H(i _ 1 75/2 / w 5/2 dx

Montrons maintenant que le terme de droite est invariant par changement de s en 1 — s.

o0 %) 1
/0 w(x>xs/2%:/l ¢(m)xs/z%+/o P(a)es/?de

oS] 1
= / Y(z)zs/29z — / Y(1/z)zs/24 (changement de variable t = 1/x)
1 [eS)

:/1 Y(w)a/2 5 +/1 { V2p(x) + 1/2 - %}T*Sﬂdf (éq. fonctionnelle de )
= /1 U(z) [xs/2 + x(lfs)/Q] d?ﬂi + %/1 [xf(s—l)/z . x*S/Q] d?x
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De plus si a € C et R(a) >0 on a [~ 2~%(dx/z) = 1/a, d’ott comme R(s) > 1, I'intégrale de droite s’écrit :

1[ 2 _2}_ 1
2|s—1 s| 7 s(1-s)

Ainsi on obtient :

15 = )r2(s) = [ (e [o/? + 202 - b

Mais comme 1) décroit vers 0 plus rapidement que n’importe quel puissance de x quand x — +o0, I'intégrale
de cette formule converge pour tout s (attendre cours intégrale pour étre un peu plus propre). De plus les deux
fonctions de cette égalité sont holomorphes (on utilise encore une fois le truc de domination de Lebesgue pour
I'intégrale), par principe d’identité des fonctions holomorphes, cette équation reste valable pour tout s dans le
domaine de définition du membre de gauche. Enfin le membre de droite est inchangé en remplacant s par 1 — s,
d’ou :

(5 — Dr*/2¢(s) = (= =5 )n~ 1=9)/2¢(1 — 5)

Maintenant pour retrouver 1’équation fonctionnelle, on se sert des propriétés de la fonction II. On a pour
seC\Z:

™s

II(s/2) sin(ms/2)

II(—s) = 27°T(—s/2)I(—(s + 1)/2)7 /2 et M(—s/2) = ;

En combinant ces deux relations on obtient pour s € C\Z :

—s (s+1) o— X
H(—S)(?Tr)‘“%sin(%): 2~ s~ - )771/2(277) 12sin(ms/2)

2I1(5) sin(7s/2)
sH(—(Sgl))sté H(_(Sgl))ﬁs—%
TG mG-y
_ )
((s—1)

Ce qui acheve la preuve (I’equation fonctionnelle est encore vrai pour s € Z* par principe d’identité des fonctions
holomorphes).

Proposition 25 Soit n € N*. Alors
(_1)n+1b2n(2,ﬂ.)2n
2(2n)!

¢(2n) =

Preuve
Le résultat est immédiat en évaluant I’équation fonctionnelle avec s = 1 — 2n.

5 Localisation de zéros non triviaux de (

Pour localiser les zéros non triviaux de ¢, il faut étre capable de calculer (de maniere approchée) II et (.
Pour cela on se sert de la formule d’Euler Maclaurin.

5.1 évaluation de Il

Pour évaluer II(s), il suffit d’évaluer logII(s). Soit s € C\R™. Pour calculer logII(s), on part de la formule
de Stirling :
T Bi(t)
z+t

En intégrant par partie le dernier terme de la méme maniére que dans la formule d’Euler MacLaurin, il vient :

1 1
logIl(z) = (= + 5) logz — 2+ 510g(27r) - / dt
0

b2 b4 b2p
IOgH(Z) ( )10g2—z+710g(2ﬂ-) m"' "+W+R2p
ol i} .
P /Oo Bj,(t)dt /oo Bs, . (t)dt
" o 2p(z+1)% o 1)+
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Cette formule porte le nom de série de Stirling et est tres efficace pour donner une valeur approchée de II(s).
Une fois log TI(s) calculé, on peut avoir une valeur de II(s) en passant & ’exponentielle.

(attention, préciser que logII(s) est bien défini!)

Maintenant majorons |Rap|.
On part de :

R :_/00 B3, ,(t)dt
o (2p—1)(s+ )21

On integre par partie en prenant 2—11)(B§p(t) — bap) comme primitive de B3, ;(t) qui s’annule en 0. On obtient :

R _/oo (B3, (t) — byp)dt
2 0 2p(s + t)2P

(Cela est encore valable dans le cas p = 1, avec B3,y discontinue, en écrivant R, comme somme d’intégrale,
de bornes les points de discontinuité).
On obtient ainsi la premiére inégalité :

R |</°° | B3, (t) — bap|dt
2= 2p|s +t[?P

Les propriétés des nombres et polynémes de Bernoulli nous donnent que B3, (t) — bz, est de signe constant, et
comme by, (—1)P*1 >0, on a que | B3, (t) — bap| = (—1)PT (byy, — B3, (1)).
D’autre part, |s + t|(|s| +¢)~! atteint son minimum, pour ¢ > 0 et s = re
correspond & cos(6/2).

s - i swt] . A/IsPH(s+E)t e Lo 1
(Pour montrer cela, on étudie les variations de : f(t) = e BE=; )-On peut donc écrire st —
1 s+t

I sl < W’ et en injectant dans 'inégalité précédente, on obtient :

> (=1)P+1 (bop — B, (t))dt
| Rzp—2 < /0 2pcos2p((9/2)(|s|+t))2p
_ /°° ()P bgpdt /°° (=L B3, (t)dt
o 2pcos®(0/2)(s| +)  Jo 2pcos?P(8/2)(|s| +t)%
_ 1 ) [b2p| _ 1 /OO (=1)P* B3, 4 (t)dt
cos?(0/2) 2p(2p —1)|s|*P=1  cos?(0/2) Jo  (2p+1)(|s| + 1) H1

" avec —m < 0 <, at=|s| ce qui

L . .\ kFL By 1 (t)dt
Montrons que l'intégrale de droite est positive. On pose vy, = [, 2 %
2

> By, (t)dt &
2p Z Uk
o (Isl+1) =
Montrons que cette série vérifie le critere spécifique des séries alternées.
D’apres les propriétés de Bay11, on a B3, . de signe constant et opposé sur [k/2, (k+1)/2] et [(k+1)/2,k/2+1],

donc (vg)g est alternée. Montrons que (|vg|)x décroit.
Soit k£ € N. Alors

On a ainsi :

ki2

| B3y (t)|dt
|'Uk+1|: ko1 W onposeu=k+1—1t
Bl .
_ |B2p+1 E+1—u)|du :/ 2 |32p+1(u)|du
e ([s|+Ek+1—u)? e (s|+k+1—u)?r

Orsiu< (k+1)/2, alors |s| +u < |s| +k+ 1 —u. D’ou

k+1 k+1
ol = [T Bl Byl
T s (sl kt1—w S e (s w2

(Jvg])x est décroissante, donc (vg )y vérifie le critére spécifique des séries alternées et fo

DPHIBy L (1)t

(e est du

signe de (—1)P* 1.
Or (=1)P*'B3, . 1(0) =0et (—1)p+1(B§p+1)/(0) = (=1)P"1(2p+1)ba, > 0, donc (—1)PT1yy > 0 et on en déduit
le signe de l'intégrale. On arrive donc a 1’égalité suivante :

| Rap—2| < (cos(19/2))2p

b2p ‘
2p(2p — 1)s?p—1
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Proposition 26 [série de Stirling]
Soit s € C\R™. Alors

by bay,

by
log IT log s — s+ - log(2 e R
og 11(s) = (S+2) ogs = s+ 5los(2m) + o4 T T g g, T ezt T R
ol . .
" :_/oo Bs,(t)dt :_/oo Bj,, 1 (t)dt
2p o 2p(s+t)2P o (2p+1)(s+t)2pt!

On appelle bay-terme, le terme en s~ (@p=1)

Proposition 27 Des calcul précédents on peut tirer la propriété suivante : Si R(s) > 0, alors
Si bay,-terme est le premier terme négligé dans la série de Stirling, alors I'erreur commise est plus petite que cos ™% (0/2)
fois la valeur absolue de ce terme.

5.2 évaluation de ¢

Soit s € C tel que R(s) > 1. Pour évaluer ¢(s), on applique la formule d’Euler MacLaurin & la série > 3 n™°.
Soit N € N*. On obtient ainsi :

N—-1 ]
_ < 1 * (—=s)Bi(z)dx

n_ %= n° = 5dm+fNS+/ —

n=1 ;\7 N 2 N :1;5+1
R Ni-s 1 P boy,
= - N 1)... 2k —2)N 72k L R
) =2 n+ oy g +;<2k>!s<s+ ). (s+2k=2) + Rayp
ou :
1)... 2p —1 >
R2p = —S(S + ) <S +ep ) / B;p(x)l'_s_gpdl‘
(2p)! N

s(s+1 s+ 2p) e
ST ) B

Maintenant, essayons de majorer le reste. On applique la méme méthode que pour II :

Rayn] = | CER EE B [ T (g
_ st D). (21(5”7’_1) /Oo (bap — B3, () 2Pda]
< |Fler ) o S+2p \/ 1) (bay, — By, ()2~ da
_|s(s+1).. = s+2p ‘|b2p|/ —r-2p 4,

1 2p—1) 2
- et l). ( S+ P ‘/N or p 1Pt >2kp+1(£€)x7‘772p71da:

2p—|—1

Ot on a posé o = R(s).
Par un calcul indentique & celui fait pour le reste de II(s), on a que I'intégrale contenant B3, 11(x) est positive,
donc on peut écrire :

s(s+1)...(s+2p— l)bsz"’”pH‘ B ’s+2p7 1
2p)l(oc+2p—1) o+ 2p—1
Pour ces calculs, on avait supposé R(s) > 1, mais ils restent valables dés que le reste Rg, converge, ce qui est

le cas deés que p est assez grand, donc par prolongement analytique, I'inégalité reste valable Vs € C\{1} (avec p
assez grand). On peut ainsi calculer ((s).

|Rap—2| < '|b2p — terme|
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Proposition 28 On appelle bap-terme le terme contenant by, dans la formule :

gilk)ls(s +1)...(s+ 2k —2)N—s72k+1 Rap

NE

N—
1—s
Z + 82 4 IN—

k=1

On peut résumer les calculs précédents ainsi :

s+2p—1

P fois la valeur abso-

Si bop-terme est le premier terme négligé, alors ['erreur commise est plus petite que
lue de ce terme.

Cette formule est tres efficace, nous nous en servirons dans la suite.
(mettre un exemple en annexe ?)

5.3 localisation des zéros sur la droite critique

Pour localiser les zéros non triviaux de ¢, on se sert d’une nouvelle fonction £ qui a les mémes zéros que la
fonction zéta et qui est a valeurs réelles sur la droite critique.

Definition 13
Soit s € C\Z~. On définit la fonction £ par :

§(s) = T(Z)m /(s = 1)¢(s)

On peut calculer de maniére approchée £(s) en combinant les deux résultats démontrés précédemment.

Proposition 29 1. & vérifie ’équation fonctionnelle : £(s) = &(s — 1)

2. &£(s) = % _ s(l;s) floo ¥(z) [1’5/2 + x(lfs)/Q] d%
3. Soitt € R. Alors £(1 +it) e R

4. &€ a les mémes zéros que ( sur la droite critique

Preuve
Pour 2.S0it s € C\Z~
On part de la preuve de ’équation fonctionnelle de (, on avait :

15 -0 = [ v a9

S(S; 1), ce qui fournit le résultat.

On multiplie par
Pour 1.
Corollaire immédiat de 2. : le membre de droite est inchangé par substitution de s en 1 — s
Pour 3.

Soit o, ¢t € R. D’apres 2. on a {(o +it) = {(o —it). Et d’apres 1. on a

£(o —it) = £(1 — o +it). Ainsi £(3 + it) = £(5 + it), ce qui prouve que &(5 + it) est réel.
Pour 4.

On avait montré que II n’a pas de zéro.

Comme £ est continue et a valeurs réelles sur la droite critique, on peut appliquer le théoreme des valeurs
intermédiaires et localiser les zéros de ¢ en fonction du changement de signe de & ( + it).
Pour cela, on peut récrire (4 + it) sous la forme (en posant s = 3 + it) :

1 s_.s
—4it)=H(= - Dr*(s—1
(5 +it) = SIS — a2 (s — 1)C(s)
_ logTi(s/2-1) ~s/2 5(82— 1)C(8)
—$2_1 ) )
— e%logH(s/Z—l)ﬂ_—l/él . 5 4:| % |:ezImlogH(s/2—1)ﬂ_—1t/2 C(S)
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On peut remarquer que le premier facteur est un réel strictement négatif. Donc le signe de & ( + it) est

I’opposé du signe du deuxiéme facteur.

Definition 14
Soit ¢t € R. On définit :

et
Z(t) = ew(%(5 + it)

D’ apres les calculs précédents, le signe de & ( + it) est 'opposé de celui de Z(t). Donc pour calculer le signe
de £(3 +it), on calcule ¥(t) et ((35 + it) par les methodes explicitées précedemment.
DOIlIlOIlb une forme plus explicite de 9(t) & l'aide de la série de Stirling :

it 1 it 1 t
9(t) :Im[logl‘[(%—l—z)—log(%—ki) —ilogﬂ'
1t it 1 w1 1 1 1 t
—1 [——71 (2104 Clog2 , S ...}—71
m(2 ) g(2+4) (2+4)+20g 7T+12(%+i) 360(%—1—%)3—’_ 5 logm
it 1. 1 it 1.t St Im(% + 4)3 t
fg%log( +-)—-Imlog(—+-)— -+ 2 - 2 A4 ... _logm
2 40 4 2 47 2 128+ L) 3604 +L)3 2
On peut remarquer que :
it 1 it 1 t2 1 \1/2 1
log(%—i—z) =log|= ‘—i—iarg (%+Z) = log ((5)(1—1-472)) +l(g —arctan(t//Q))
D’ou :
t? 1 \Y2 17w 1/4 t 1
3(t) = - log ((5)(1 )= (5 —arctan(7)) - 5
() Og (2)( +4t2) 4 2 arc an(t/2) 2 6(1+4t2)
3
£ 4 3(-8)(L)? :
s i3 ---—ilogﬂ'
360(5 )3 (1 + 5=)
t t ot 1 1 t 1 1
= “log - + Slog(l + — 2 arct a4 )t
glog g+ los(l+ gp) = g+ qarctan(zy) = 5 — 51+ 32)
1 1 1 1 t
(14— )3 (14— )3 2
wel T TepUta) T glen
t t tr 1l 1,1 m 1711 1,1
I S R
2 27r+4 4t2 2(4t2) * 8+4 2t 3(2t)
Y P SO S U U RS PP B
2 6t 4¢2 45t3 431 60td 4¢2
Finalement on obtient :
W =trogt LT L T
T2 %9y T 278 st "6
Calculons lerreur (on prendra ¢t > 0)
L’incertitude provenant de la série de Stirling est inférieur a
1 1
cost & 142.6-5(% +1)5
Mais comme 0 = arg(% + %), on a que cos > 0
Dot cos® § = (1Egestys > L
De plus |4 + ’— (14 )2 > 1L
Donc ﬁnalement on obtient :
1 1 1 23 1
< — < —
)Pl T t542.6-5(5)° — 2t

cosS & 1426 5(2 + 1
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Les autres séries intervenant vérifient toutes le critére spécifique des séries alternées, donc leur reste est
inférieur au premier terme négligé. Elles apportent donc une incertitude de :

(peut-étre justifier rapidement que arctan est DSE)

t 1,14 1 1,1, 1,1, 1,3 11
13 T s e @) me ) e < o
Proposition 30 Soitt € R*. Alors
t t t i
I =Llog LT T o
W=zl -5 5t o0

Avec

On pourrait bien str calculer ¥(t) avec plus de précision en comptant d’avantage de terme de la série de
Stirling, mais ceci est suffisant pour la localisation des zéros.

5.4 preuve de l’existence d’un zéro de partie réelle égale a 1/2

Les ”courbes” (puisqu’il s’agit en réalité d’un ensemble fini de points) tracées en annexe suggerent de re-
chercher un zéro de partie imaginaire proche de 14.

Avant de se lancer dans les calculs, faisons la remarque suivante :

g(% vit) = e PO Z(t) = Z(t) cosI(t) — iZ(t) sin ()

Et la fonction Z est & valeurs réelles. On a donc
1
Im({(§ +it)) = —Z(t)sini(2)

Un changement de signe de la partie imaginaire de ¢ implique donc un changement de signe de Z ou sin(9).
Ces remarque nous ferons gagner du temps de calcul.

En effet, sur le segment [|14, 14.2]] la fonction ¢ considérée sans erreur est croissante. Un bref calcul nous affirme
que lerreur commise est de 'ordre de 10~° sur ce méme intervalle. On en déduit I'inégalité suivante :

—1,785 < ¥(t) < —1,702
Or /2 < 1,702 < 1,785 < 7 et la fonction sin est décroissante sur [|7/2,7|]. On en déduit que
| sin¥(t)| > sin(1,785) > 0,97 ce qui est tres éloigné de 0

Donc sin(f) garde un signe constant sur cet intervalle. Par le calcul (en utilisant les formules énoncées
précédemment), & 10~2 preés on trouve :

Im(C(% + 141)) ~ 0,103 et Im(((% + 14,22’)) ~ 0,052
Donc
Im(C(% + 142')) <0< Im(((% +14, 2@))

Im( change de signe sur [|14,14.2|], donc comme sin ¥ garde un signe constant, nécessairement Z change aussi
de signe sur cet intervalle donc s’annule. Donc & s’annule sur [|14, 14.2|] et finalement ¢ posséde bien un zéro de
partie réelle égale & 1/2 et de partie imaginaire proche de 14. En affinant par dichotomie 'intervalle précédent,
on peut approcher plus précisémment la partie imaginaire de ce zéro. En notant a; sa partie imaginaire, on a
4 1071 pres (calcul effectué par Maple, c’est la précision maximale que j’ai pu obtenir) :

o = 14,13472514173469
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